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1 Introduction et définitions

Soit G = (V < E) un graphe et IT = (V},Va,...,Vy,) une partition de V.

Un stable ou ensemble indépendant est un ensemble de sommet § C G deux a deux non-adjacent, i.e. pour
tout x,y € S, xy ¢ E(G). On note I(G) ’ensemble des stables de G. Un ensemble est IT-transversal s’il contient
exactement un élément dans chaque V;.

Nous allons donner des conditions suffisantes a ’existence d’un stable transversal notamment en termes de
domination. On dit qu’un ensemble A domine un ensemble B dans GsiBC N(A) ={v e V(G) |il existe a € A,va €
E(G)}. Unensemble A est dominant dans G si A domine V (G) \ A et dominant total si A domine V (G). Le nombre
de domination (resp. nombre de domination totale) d’un graphe G, noté Y(G) (resp. Yr(G)), est la plus petite
cardinalité d’un ensemble dominant (resp. dominant total) dans G. Clairement Y7 (G) > Y(G).

Pour tout ensemble S C {V1,...,V,,}, on note Gy le sous-graphe de G induit par les sommets de Uy, s Vi].

Théoreme 1 Soit G un graphe et I1 = (V1,Va,...,V,,) une partition de V(G). Si pour tout S C {V1,...,Vin},
Y(Gs) >2|S| — 1 alors G admet un stable T1-transversal.

Théoreme 2 Soit G un graphe et 11 = (V|,Va,...,V,,) une partition de V(G). Si |Vi| > 2A(G) pour tout 1 <i<m
alors G admet un stable I1-transversal.

Le Théoréme 2 est un corollaire immédiat du Théoreme 2.
Preuve. Dans G |S| parties contiennent au moins 2A(G)|S| sommets. Or un ensemble de k sommets domine au
plus kA(G) sommets, ainsi Y(Gs) > 2|S| — 1. Les hypotheses du Théoréme 1 sont donc vérifiées et G possede donc
un stable IT-transversal. 0

La borne 2A du Théoreme 2 est optimale. Considérons le graphe G, constitué de 2A — 1 copies Cj, 1 <i <
2A—1, de Kaa. Pour tout i soit (A;,B;) la bipartition de V(C;), a; un sommet de A; et b; un sommet de B;.
Posons V| = A; U{ai | 2<i< A}, Vi :B,‘,IUA,'\{a,'} pour 2 < i <A, Wi = Bya_i U{bl‘ | A<i<2A-— 1}
et W; = Aoar1-iUBoa—i \ {asa—i} pour 2 < i < A. Alors les V; et les W; forment une partition de V(Ga). Voir
Figure 1. Montrons que cette partition n’admet pas de stable transversal. Par 1’absurde, supposons qu’il y ait un
stable transversal S. Alors S n’intersecte qu’un seul de Ax et Ba. Par symétrie, on peut supposer que S NAp = 0.
Mais alors SNVy = SN Bx_1 # 0. Ainsi S n’intersecte pas Ap_;. Et ainsi de suite par récurrence, S n’intersecte
aucun des A; pour 1 <i < A etdonc S n’intersecte pas V| une contradiction.

On définit iy(G) = max;e ;) min{|X| | X domine /}. Nous avons iy(G) > .

2
Théoreme 3 Soit G un graphe et I1 = (V1,Va,...,V,,) une partition de V(G). Si pour tout S C {V1,...,Vin},
iY(Gs) > |S| alors G admet un stable 1-transversal.



Figure 1: Le graphe G3 et sa partition.

2 Approche combinatoire

Dans cette partie, nous allons donner des preuves combinatoires du Théoreme 1. Pour cela, nous considérons les
graphes G Il-critiques, c’est-a-dire n’ayant pas de stable II-transversal mais tel que pour toute aréte e G\ e en a
un. Observons que si G est I1-critique, toutes parties de IT est un stable dans G. Sinon en prenant une aréte e dans
’une des parties, un stable transversal de G\ e est aussi un stable transversal de G.

Pour tout sommet x, on note V,, la partie V; qui contient x.

Théoreme 4 Soit G un graphe Il-critique et e = xy une aréte de G. Alors il existe un ensemble S C {Vy,...,Vy}
et un couplage M dans Gg tels que:

(i) Vi€ S, VyeSete €M,
(ii) V(M) domine Gg et
(iii) |M| < |S|- L

Preuve. Par récurrence sur m le nombre de parties.

Sim = 2 alors si G n’a pas de stable II-transversal, il doit y avoir un graphe complet biparti entre V; et V5.
Alors pour tout aréte xy le couplage M constitué de cette seule aréte satisfait les conditions (i), (ii) et (iii).

Supposons maintenant que m > 3 et que le théoréme soit vrai pour m plus petit. Quitte a réindexer les V;, on
consideére que {Vy,Vy} = {V;y—1,V,} Soit T un stable transversal de G\ e. Alors x et y sont dans 7. Soit G’ le
graphe obtenu 2 partir de G en dtant les sommets de W = N(x) UN(y). On définit une partition IT" de G’ dont les
parties sont Y* =V, UV, etles ¥; =V; \ W pour tout 1 <i < m—2. Notons que toutes les ¥; sont non-vides car
elles contiennent un sommet de 7'. La preuve se divise en deux cas suivant que Y * est vide ou non.

Cas 1: Y* = 0. Alors pour S = {V,,V,} et M = {e}, les propriétés (i), (ii) et (iii) sont aisément vérifiées.

Cas2: Y* #£0.

Nous affirmons que G’ n’a pas de stable transversal. En effet, s’il en avait un 7’. Sans perte de généralité, on
peut supposer que 1’élément ' € T’ NY* appartient & V, \ W. Mais alors 7/ U {y} est un stable transversal de G,
une contradiction.

Enlevons des arétes de G’ jusqu’a obtenir un graphe IT'-critique. Soit ¢’ une aréte incidente 2 un sommet de
Y*.y en a t-il une trivialement? Par hypothése de récurrence, il existe S’ C {Y1,...,Y,n—2,Y*} et un couplage M’
de Hy qui vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii) pour H. En particulier, Y* € §', V(M') domine Hy et |M'| < |S'| — 1.
Posant § = '\ {Y*} U{V,,V;} et M = MU {e}. Comme x et y domine tout ce qui n’est pas dans Y*, on vérifie
facilement que M et S satisfont les les propriétés (i), (ii) et (iii) pour G. ]

Du Théoreme 4, on déduit aisément le Théoreme 1.



3 Formulation par I’algebre linéaire

4 Approche topologique

4.1 Théoreme de Hall généralisé

Le théoreme de Hall donne une condition nécessaire et suffisante pour I’existence d’un couplage saturant A dans
un graphe biparti (A,B),E).

Théoreme 5 (Hall 1935) Soit G = ((A,B),E) un graphe biparti. G a un couplage saturant A si et seulement si
IN(S)| > |S| pour tout S C A.

Celui-ci a été généralisé aux graphes bipartis (A, B), E) pour lesquels la partie B est munie d’une structure de
matroide, i.e. M = (B,I) est un matroide.

Rappelons que si S un ensemble fini non vide et I une famille non vide de parties de S, le couple (S,I) est un
matroide s’il vrifie les deux axiomes suivants:

- hérédité: siX € IalorsVY C X, Y € I
- D’échange: siX € LY €let|Y| > |X|alorsilexistey € Y \ X tel que XU {y} € I.

Les éléments de I sont appelés les indépendants du matroide. Le rang d’un ensemble U C S, noté p(U), est la
cardinalité maximale d’un indépendant inclus dans U.
Un couplage est dit M -compatible si I’ensemble de ses extrémités dans B est un élément de /.

Théoreme 6 (Rado) Soient G = (A,B),E) un graphe biparti et M = (B,I) un matroide. G a un couplage M -
compatible saturant A si et seulement si p(N(S)) > |S| pour tout S C A.

Notons que (B,P(B)) est un matroide pour lequel tout couplage est compatible. Le Théoreme de Hall (5) est
le cas particulier du Théoréme de Rado (6) appliqué a ce matroide.

Nous allons montrer un analogue a ce théoréme dans le cas ol B est non pas munie d’une structure de matroide
mais d’une structure de complexe simplicial ¢’est-a-dire d’hypergraphe C = (B, ) clos par inclusion. Dans un tel
hypergraphe, la famille I de parties de B satisfait I’axiome d’hérédité mais pas nécessairement celui d’échange. De
méme que pour un matroide, si C = (B, ) est un complexe simplicial, un couplage est C-compatible si I’ensemble
de ses extrémités dans B est un élément de /.

Théoreme 7 Soient G = (A,B),E) un graphe biparti et C = (B,I) un complexe simplicial. Sin(C[N(S)]) > |S]
pour tout S C A alors G a un couplage C-compatible saturant A.

Attention: Contrairement au Théorémes 5 et 6, le Théoréme 7 donne une condition suffisante a I’existence
d’un couplage compatible saturant A, mais non nécessaire.

La preuve du Théoreme 7 est complexe et utilise une approche topologique. Avant de donner sa preuve (Sous-
partie 4.3), nous montrons comment il s’applique a la recherche de stable transversaux.

4.2 Application au stables transversaux

Soit G un graphe et IT = (Vi,...,V,) une partition de V(G). Soit F le graphe biparti (A,B),E) avec A =
{V1,...,Vu}, B=V(G) et E = {Vix | x € V;}. Considerons le complexe simplicial # = (B, I(G)). Clairement, F
a un couplage # -compatible saturant A si et seulement si G admet un stable I1-transversal.

Théoreme 8 (Aharoni, Haxell) Soit G un graphe. Alors M(I(G)) > iy(G).

Preuve du Théoréme 3. Considérons le graphe biparti F et le complexe simplicial # définis ci-dessus. Pour tout
S C A, nous avons (H[N(S)]) =n(I(Gs)). D apres le Théoreme 8, N(I1(Gs)) > iy(S) > |S| par hypotheése. Ainsi
d’apres le Théoreme 7, F admet un couplage H -compatible saturant A. Donc G admet un stable I1-transversal. []



4.3 Preuve du Théoreme 7

Thierry

5 Stable transversal fractionnaire

Dans tout cette partie, nous regardons une version fractionnaire du probléme du stable transversal.

Soit I un ensemble de sommets. On note ¥; le vecteur caractéristique de I pour lequel il y a une coordonnée par
sommet v de G qui vaut 1 si v € I et 0 sinon. On note [*(G) = conv{y; | I € I(G)} I’ensemble des combinaisons
convexes des stables. Pour une partition IT = {V},...V,,}, un stable I1-transversal fractionnaire est une fonction
[V = I"(G) telle que pour tout 1 < j <m, ¥yey, f(v) = 1.

Nous allons maintenant montrer le théoréme suivant qui améliore les Théoremes 1 et 3 dans le cas fractionnaire.

Théoreme 9 Soit G un graphe et 11={Vy,...V,,} une partition de V (G). Si pour tout S C {V1,...,Viu}, ¥(Gs) > ||
alors G admet un stable I1-transversal fractionnaire.

Preuve. Pour cela nous donnons une formulation LP du probléme du stable transversal fractionnaire. Ainsi il
existe un stable transversal fractionnaire si et seulement si le minimum de Y ;¢ +(G) X1 sous les contraintes x; >
0,VI € I'(G) et X e 1+(6) I NVjlxr > 1,V1 < j <mestau plus 1. Par dualité de la programmation linéaire, ceci est
vrai si et seulement le maximum Y, ;,, y; sous les contraintes y; > 0,V1 < j <met ¥j< <, [INV;|y; < 1,VI €
I'*(G) est au plus 1.

Nous allons donc montrer que sous la condition Y(Gg) > |S|, ce maximum vaut au plus 1. Pour cela, considérons
Y1,---, Yy satisfaisant les contraintes et montrons que } <<, y; < 1. Sans perte de généralité, on peut supposer
que y; > yp > --- > yp. Choisissons un indépendant I = {vi,...,v,} par le processus suivant: v € Vj, vp €
(ViuV2) \N(v1) et ainsi de suite v; € Uj<;<;Vj \Uj<j<;—1 N(v;). Comme y(Gs) > [S| pour tout S, ceci est
possible.

D’apres les contraintes nous avons X1 =} < <, [INV;ly; <1 < 1. Nous voulons montrer £, = Yicjemyj <L
Le coefficent de y; dans X; est au moins 1 et il est d’exactement 1 dans X, et plus généralement, pout tout j, la

somme des coefficients de yi,...,y; est au plus j dans X; et exactement j dans X5. Comme y; >y > -+ > yp, il
vient ¥, < ¥ < 1. O
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